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3.1. Introducere
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Cum definim o transformare geometrica ?

> clasa de operatii ce modifica structura de vecinatate a pixelilor din
imagine ~ organizarea spatiala a imaginii.

> transformarile geometrice implica deplasarea pixelilor in imagine
pe noi pozitii (in practica uneori si modificarea valorilor).

> analogie: imaginea este imprimata pe o foaie subtire de cauciuc,
care poate fi deformata.
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Cum definim o transformare geometrica ?

> daca miscarea oricarui pixel este impusa in mod independent de
migcarea celorlalti pixeli, in cele mai multe cazuri informatia de
forma (geometrica) este amestecata.

@

o 4
imagine initiala sferturile imaginii mutare “aleatoare”
sunt interschimbate a pixelilor

-> legea de descriere a miscarii pixelilor nu este aleatoare si este
invarianta spatial = toti pixelii se supun unei deplasari sau
transformari descrise de aceleasi ecuatii.
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Cum definim o transformare geometrica ?

Q

transformare geometricd = ecuatia de modificare a coordonatelor
pixelilor din imagine.
]

Y imagine initiald Y’ imagine transformat

x'=X(x,y)

ecuatiile de modificare
a coordonatelor

(o) )

y'=Y(x,y)
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Cum definim o transformare geometrica ?

conventie sistem de coordonate asociat imaginii:
- origine in coltul din stanga sus (coordonatele cresc de la stanga
la dreapta si de sus in jos)
a Y,
) 4

- prima coordonata este linia (x)
si apoi coloana (y),
- coordonatele pot fi continue,
notatie (x,y) sau discrete, notatie
(m,n).
- trecerea la sistemul cartezian
planar uzual: i

Xplanzy Xv

yplan_'x Xpian
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3.2. Transformari geometrice
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Transformari geometrice afine elementare

transformare afina = orice transformare ce pastreaza coliniaritatea
(toate punctele ce se gasesc pe o dreapta se vor gasi tot pe o
dreaptd dupa transformare) si rapoartele de distanta (ex. mijlocul
unui segment de dreapta va ramane tot mijloc dupa transformare).

[ translatia

deplasarea in plan a continutului imaginii ~ schimbarea originii
sistemului de coordonate atasat imaginii.

: parametri:
X = X(x, y) =X+X, X, = amplitudine deplasare pe
] verticala
y= Y(X, y) =y+ yo= amplitudine deplasare pe
orizontala
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X'=X(x,y)=x+x,
Y'=Y(xy)=y+y
9 0,0

Transformari geometrice afine elementare

L translatia (continuare)

U pastreaza distantele dintre pixeli

(0,0) Y/

i

X
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Transformari geometrice afine elementare

L scalarea

intinderea sau comprimarea continutului imaginii dupa una sau
ambele axe de coordonate.

X'=X(x,y)=a-x
y'=Y@xy)=p8y

parametri:
a = factor de scalare pe verticala
= factor de scalare pe orizontala

cu a,ﬂ>0

Unu pastreaza distantele dintre pixeli
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Transformari geometrice afine elementare

L scalarea (continuare)

Q

I cazuri posibile:

a= ﬂ - scalare omogena
xX'=X(x,y)=x

a=p=1 f
V'=Y(x,y)=y

a, IB >1 - marire (intindere) imagine
a, IB <1 -> micsorare (comprimare) imagine
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Transformari geometrice afine elementare

L scalarea (continuare)

a>1,p<1

a#pf

-> scalare neomogena

(0,0)

X
(0,0)

X
a<l,pf>1

X X
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(0,0) y

y

,

Transformari geometrice afine elementare *'=X(x.y)=x

y'=Y(x,y)=t-x+y
s inclinarea (continuare)

Unu pastreaza distantele dintre pixeli

©0) T

inclinare pe orizontala
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Transformari geometrice afine elementare
L rotatia

deplasare circulara a pixelilor in jurul unui centru de rotatie =
originea sistemului de coordonate.

x'=X(x,y)=x-cos@+ y-sind
y'=Y(x,y)=—x-sinf+ y-cosd

‘parametru: & unghiul de rotatie ‘

Upéstreazé distantele dintre pixeli
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Transformari geometrice afine elementare

Ls inclinarea (“shearing”)

deplasarea pixelilor dupa o singura axa de coordonate,

ramanand nemodificata.

dependent de pozitia globala in imagine (x,y), cealaltd coordonata

X'=X(x,y)=x
V=Y y)=t-x+y

x’=)((x,y)=x+s-yC
y'=Y(xy)=y

s> 0 =inclinare pe verticala

cu t>0 =inclinare pe orizontala

‘ parametri: t,s coeficienti de inclinare
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'=Y(x,y)=
Ls inclinarea (continuare) Y=l

(0,0

(0,0)

inclinare pe verticala
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Transformari geometrice afine elementare x'= X(x,y)=x+s-y

Transformari geometrice afine elementare

0,0 y
L rotatia (continuare) @0

y

Tehnici avansate de prelucrarea si analiza imaginilor, $.I. Bogdan IONESCU




Transformari geometrice afine compuse

L reflexia fata de un centru de reflexie

pozitia initiala si pozitia finala a fiecarui pixel formeaza un segment
de dreapta al carui centru este centrul de reflexie.

(0,0) y

unde (x,,y,) este centrul de reflexie

X'=X(x,y)=2x,—x
y'=Y(x,y)=2y,~y

Upéstreazé distantele dintre pixeli

Tehnici avansate de prelucrarea si analiza imaginilor, $.I. Bogdan IONESCU 18

Transformari geometrice afine compuse

L reflexia fatd de o axa de reflexie (continuare) SRt T
(0,0) y
x'=X(x. y):lim X+ 2y y— 27 a7
T em? T lemT 1+m? )Y
y':Y(x’y):liTnzx_i+:nnzy+1f:lnz
A (xy)

I cazuri particulare: X
n

1
-> axa orizontala: x=k (constant), m = 6, m— oo, k=——
m

o

x':X(x,y):‘—1 X+ AO 'y——k2k

y'=Y(x,y)=- 0 x- 1 sy+ VO

x'=X(x,y)=2k—x
y'=Y(x,y)=y

Tehnici avansate de prelucrarea si analiza imaginilor, $.I. Bogdan IONESCU 20

Transformari geometrice afine compuse

Ls reflexia fata de o axa de reflexie

pozitia initiala si pozitia finala a fiecarui pixel formeaza un segment
de dreapta a carui mediatoare este axa de reflexie.

(0,0) y
. y) unde axa de reflexie este data de ec.:

by y=m-x+n
"
= 1

) yyiy =——(perpendiculare)
g xX=x m
—mx—n '—mx'-n
4 y | | (dist.)
\/m2 +1 \/m2 +1
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Transformari geometrice afine compuse

L> reflexia fatd de o axa de reflexie (continuare) IS 112 Bl
1-m® 2m 2mn
X'=X(x,y)= - ~
(x,») T ATl o g
i 2m 1-m* 2n
y'=Y(xy)=

o +
1+m*" 1+m?*”  1+m?

o}

Ucazuri particulare (continuare):

- axa verticala: y=k (constant), m =0, k = n

¥=X(y)= 1 x+ 0 y— 0 x'=X(x,y)=x
=) y=Y(e =2k

V'=Y(x,y)=- 70 x— -1 -y+ 2K
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Forma matriceala a transformarilor geometrice elementare

imaginea = o matrice de pixeli, astfel, pentru a putea fi aplicabile,
ecuatiile trebuie aduse la o forma matriceald.

L transformare afina in general:

0 B

n functie de valorile matricelor A si B se pot defini transformarile
enuntate anterior:

[ translatia: [,
x

X X Xo
= ar unde A=[2,B=
Y ) Yo Yo
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Forma matriceala a transformarilor geometrice elementare

[ . R
scalarea: o ok Ol
= unde B =
v [0 Bly 0]
L inclinarea pe orizontala:
[x] [1 ofx] 0]
= unde B=
[P |l | 10]
Ls inclinarea pe verticala:
[x' 1 s][x] (0]
= unde B =
1y [0 1]y] 10]
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Forma matriceala a transformarilor geometrice

L rotatia: ' 0 ing
x il cos sin X sensul acelor de
yv —sin@ cos® v ceasornic
B a
X g cosf —sinf | x sensul invers acelor
yv sin® cosd de ceasornic

L reflexia fata de un punct:
rotatiecu 6 = 7

x' -1 0 |x 2 X, /
=
yITLo -1y 25 \ .
translatie
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Forma matriceala a transformarilor geometrice

Ls reflexia fata de o axa

y=m-x+n
1—m? 2m - 2mn
X _|1+m?*  1+m® || ¥ 1+m’
y' 2m _l—m2 y 2m
1+ m? 1+ m? 1+m’

- sunt transformari compuse din rotatii si translatii, deci nu
modifica dimensiunea imaginii si astfel distanta dintre pixelii din
imagine.
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Transformari geometrice compuse

sunt transformari formate din iterarea unor transformari
geometrice elementare (translatii, rotatii, etc.)

analitic sunt exprimate matricial ca produs de matrice cu exceptia
translatiei care necesita efectuarea unei adunari.

L coordonate omogene:

- X
X
X| > coordonate - coordonate |:> ¥ ~|y
¥ plane 2D ) | spatiale 3D y
- 1
74
- coordonatele
plane 2D din planul
z=1 din spatiul 3D
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Forma matriceala in coordonate omogene

s> transformare afina in general: '

X X
=4
1 1
Ls translatia: [x'| [1 0 xo_ [x]
ALY
1] [0 0 1]1]
Ls scalarea: 1 [ 0 ol x]
B IS0 0 Ouiky
1] |0 0 1]1]
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Forma matriceala in coordonate omogene

Ls finclinarea pe verticala: x' Jipans 20
yi=|/0 1 0fy
1] [0 0 1] 1]
Ls inclinarea peorizontala: [y [1 0 O x|
= 1 0
1] [0 0 1]
L rotatia: [ x cosd sin@d 0
y'|=|-sin@d cosf 0
1 0
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Descompunerea operatiilor geometrice complexe

n coordonate omogene orice operatie geometrica afina se poate
exprima in felul urmator:
- -
R0 [ 0 1 provin din translatie
\J
y Ayn N ||V Yo
1 0 1|1
i _|a 01 s cos@ sind| provin din scalare,
a, 0 B0 1|-sin@ cos@ rotatie si inclinare
probleme:
dandu-se o transformare afina, sa se dandu-se o serie de transformari
gaseasca transformarile elementare elementare, sa se gaseasca o
din care este constituita. transformare echivalenta unica.
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Descompunerea operatiilor geometrice complexe

\Y - =
\ \\ ; -7
‘\ 3 rotatie /2
\ \

\ N

inclinare pe orizontala

=

]
I
]
= 8 reflexie fatd de verticald

nclinare pe verticald ~ .

~ 1 || operatiile geometrice elementare
pot fi obtinute prin compunerea a
operatii elementare

Itor
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Descompunerea operatiilor geometrice complexe

dandu-se o transformare afina, sa se
gaseasca transformarile elementare
din care este constituita.

Ls problema 2:

a, ap| |acos@-assind asinf+ascosd
—fsind Pcosd

ay 4y

_ J® 2
P=Aay, +ay,
5 N

Nan +a
P L Tk X

i = azz)
ay

> 2
_ay [ 7 a, +a22( )
§= ay +ay —ay 4, — Ay
ay

1
ay

a
6 = —arctan—2-
a

22
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Implementarea operatiilor geometrice

fn urma unei transformari geometrice apar doua probleme
practice:

Ls unde se deplaseaza pixelii (transformare geometrica)
Ls care este valoarea plasata pe pozitia noului pixel

imaginea modificata cét si cea rezultata sunt matrice discrete in
care coordonatele pixelilor sunt numere intregi pozitive.

transformarea geometrica a imaginii presupune ecuatii
matematice ce implica de cele mai multe ori valori reale

Ls valori intregi - valori reale - valori intregi
= pierdere de informatie
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Descompunerea operatiilor geometrice complexe
9

dandu-se o serie de transformari | /Zzem
elementare, sa se gaseasca o
transformare echivalenta unica.

Ls problema 1:

ludm un exemplu: vrem sa efectudm o rotatie cu 45°, o inclinare verticala
cu un coeficient 0.1, o scalare orizontala cu coeficient 2 si o scalare
verticala cu coeficient 0.5.

rotatie V212 212 inclinare g &5
—2/2 V272 0 1

si verticala 0 2

scalare orizont. [0-5 0}

a, a, a Of1 s| cos@ sind
a, ay 0 B0 1] -siné cosé

R
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@ a,|_[05 Of1 01 N0 2DV _[0.3535 0.3889
ay an| |0 20 1] -42/2 «2/2] [-14142 12728

3.3. Implementarea practica
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Implementarea operatiilor geometrice

situatia 1

3
x«
1
1
:
1
0

n

(m, n) coordonate intregi
nainte de transformare

<

(X', y’) coordonate reale
dupa transformare

in urma transformarii (de regula directe) coordonatele sunt valori
reale cu virgula situandu-se intre valorile discrete ale coordonatelor
pixelilor.
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Implementarea operatiilor geometrice

solutia 1: transportul pixelilor (pixel carry-over)

D
m X
I
n T y
(m, n) coordonate intregi (X', y’) coordonate reale
nainte de transformare dupa transformare

valoarea pixelului este distribuita pixelilor vecini spatial dupa o
reguld de interpolare (“forward mapping”).
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Implementarea operatiilor geometrice

9

solutia 2: umplerea pixelilor (pixel filling)

y T Fi

(x, y) coordonate reale (m’, n’) coordonate intregi
inainte de transformare dupa transformare
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se porneste de la coordonatele imaginii transformate si se
calculeaza folosind transformarea inversa coordonatele din
imaginea initiala. Valoarea pixelului este obtinuta din vecini printr-o
regula de interpolare. (“backward-mapping”)

Implementarea operatiilor geometrice

Ls pixel carry-over

- este 0 metoda “risipitoare” deoarece multi pixeli dupa
transformare ies din imagine.

- fiecare pixel rezultat poate fi accesat de mai multe ori
deoarece la valoarea acestuia pot contribuii mai multi pixeli din
imaginea initiala.

- daca transformarea presupune marire atunci este posibil ca
anumiti pixeli de iegire sa fie evitati > goluri in imagine
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Implementarea operatiilor geometrice

Ls pixel filling

- fiecare valoare a pixelilor este determinata unic pe baza
interpolarii a cel mult 4 valori.

- imaginea initiald este accesata dezordonat in functie de
transformarea geometrica inversa - calcule complexe

- din punct de vedere practic este mai bun.

- genereaza imaginea de iegire pixel cu pixel, toti pixelii sunt
alocati.

Implementarea operatiilor geometrice

] X=Xy =2x
situatia 2 Y=Y(x,y)=y/2 coordonate ce nu apar
0 1 23 4 5 6 © 1 2 W 0
0 0 be
1 1
2 2
3 3
4 4
& 5
coordonate initiale coordonate
- coordonate reale transformate

n urma transformarii anumiti pixeli nu sunt alocati - solutia consta
n “fabricarea” valorilor prin interpolare.
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Interpolarea datelor

interpolare = un model matematic ce permite determinarea unor
valori de care nu dispunem pe baza unor date cunoscute.

1

extrapolare = procesul prin care se
determina o lege de generare a unor
valori noi in afara unui set finit
discret de valori cunoscute

'

;
interpolare liniara (rosu valori
cunoscute, albastru valori estimate)

extrapolare (rosu valori cunoscute,
albastru lege de variatie estimata)
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Interpolarea datelor

Ls interpolarea de tip cel mai apropiat vecin (nearest neighbor)
sau de ordin 0

pozitii de coordonate intregi in care

n n+1 sunt cunoscute valorile imaginii f(m,n),
f(m+1,n), ...
/4R
\J

m D Y
\ pozitie de coordonate reale in care se
X .‘\\ doreste calcularea valorii imaginii,
m+1 (N N presupusa continua pe domeniul [m;
N\ N

m+1] x [n;n+1]

procedeu: valoarea pixelului (x,y) va fi valoarea vecinului cel mai
apropiat spatial.
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Interpolarea datelor

L interpolarea liniara

functia imagine
fi=f ([x]) ’
R \f (X)/

T _BER (X))

X1 x [x+1]

S ==& =[xD+f,
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Interpolarea datelor

Ls interpolarea de tip cel mai apropiat vecin (nearest neighbor)
sau de ordin 0 (continuare)

- complexitate de calcul neglijabila,

- introduce artefacte (modele vizuale) mai ales in imaginile ce
contin valori ce se schimba semnificativ de la un pixel la altul (ex.
contururi, etc.)

L interpolarea bi-liniara

- la baza este o interpolare liniara dupa fiecare axa.
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Interpolarea datelor ot
L> interpolarea bi-liniara (continuare) fy=1f(m, n)

f, = f(m+1, n)

fy = f(m, n+1)

fy = f(m+1, n+1)

(m+1,n) (m+1,n+1)

-g, este interpolat liniar din f, si f, |:> f(x,y) este interpolat
-g, este interpolat liniar din f; si f, liniar din g, si g,
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Interpolarea datelor

notatii:
L interpolarea bi-liniara (continuare) f;=f(m, n)
f, =f(m+1, n)
fJ fy=f(m, n+1)
o fy = f(m+1, n+1)
7 f3
91,7 I
A~ X, y) .

‘m,n+1)

g = f)x—m)+ £,
& =(fi—f)x-—m)+ f;
fy)=(g,-g)y-n+g

o) f(uy)=alx—m)y-n)+px—m)+y(y-n)+5

(m+1,n) (m+1,n+1)
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Interpolarea datelor
Ls cazul general

fep) =[fm+Ln+))= fOmn+)= f(m+1n)+ f(m,n)]-
(x=m)-(y=m)+[f(m+1,0)= f(m,n)]- (x—m) +
+[fmyn+1) = £ (m.m)]-(y=m)+ £ (m, )
>notdm deplasarile pe cele doud axe: 4 =Xx—m
b=y-n
>expresia devine:
f(x,y)=f(m,n)-(1—-a)-A1=b)+ f(m,n+1)-b-(1—a)+
f(m+Ln)-a-1-b)+ f(m+1L,n+1)-a-b
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Interpolarea datelor

Ls cazul general (continuare)

S, y)=f(m,n)-(1-a)-(1-b)+ f(m,n+1)-b-(1-a) +
f(m+Ln)-a-1-b)+ f(m+1,n+1)-a-b

aceasta relatie se poate generaliza pentru orice functie de
interpolare, R{x}, ce are valori nule in afara vecinatatii considerate
(ex. 4 vecini in acest caz).

- interpolarea este o suma ponderata a valorilor pixelilor din
vecinatatea considerata:

f(x,y)= f(m,n)-R{a}-R{-b}+ f(m,n+1)-R{1-b}-R{a} +
f(m+Ln)-Ri—-(1-a)}-R{-b}+ f(m+Ln+1)-R{—(1—a)}-R{l-b}
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Interpolarea datelor € S
Ls cazul general (continuare) A
f(x,y)= f(m,n)-R{a}-R{-=b} + f(m,n+1)-R{1-b}-R{a} +
f(m+Ln)-R{i—-(1-a)}-R{=b}+ f(m+Ln+1)-R{—(1-a)}-R{1-b}
Ls interpolare de ordin 1 >
x+1 xe[-10]
R{x}=R {x}:{l_x o] Ecueé%ﬁ

f,y)=f(m,n)-(1-a)-A1-b)+ f(m,n+1)-b-(1-a)+

m+Ln)-a-(1-b)+ f(m+1,n+1)-a-b po o
S@m+Ln)-a-(1-b)+ f(m+1,n+1) o
int lare biliniara & \J. 3¢
= Interpolare biliniara X 287 AN
mT P
y
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Interpolarea datelor a=x—m

b=y-n
Ls cazul general (continuare) 4

S = f(m,n)-Ria}- Ri=D} + f (m,n+1)- R{l=b} - Ria} +
f(m+1,n)-R{-(1-a)}- R{-b} + f(m+1,n+1)- Ri~(1—a)}- R{l- b}

o}
Ufunctile R{x} definesc tipul (ordinul) interpolarii:
Ls interpolare de ordin 0 > n n+1
1l n+1/2
R{x}=R {x}=1 xe|-——;— AR AR
{x) =Ry {x} [22} o4 m——D
X ‘ m+1/2

LN
SR

L L ‘ f(x,y)=valoarea i

functie treapta unitate . . y

cea mai apropiata (NN)  p_
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Interpolarea datelor
Ls cazul general (continuare)

f(x,y)= f(m,n)-R{a}-R{-b} + f(m,n+1)- R{1-b}-R{a}+
f(m+Ln)-R{—(1-a)}-R{-b}+ f(m+1L,n+1)-R{—(1-a)}-R{1-b}
Ls interpolare de ordin 2 >

o] (3] M

2 functie clopot
3 135
R{x}=R,{x}={ =—x xe|l——;—
4 2
2
1 3
=l X Sl S| 8
2 2
Tehnici avansate de prelucrarea si analiza imaginilor, $.I. Bogdan IONESCU 51

Interpolarea datelor
Ls cazul general (continuare)

f(x,y)= f(m,n)-R{a}-R{-b}+ f(m,n+1)- R{1-b}- R{a} +
f(m+Ln)-Ri—-(1-a)}-R{=b}+ f(m+Ln+1)-R{—(1—-a)}-R{1-b}
Ls interpolare de ordin 3 >

§+%|x\3—xz 0 x|<1
Rix}=Ry{xi =17
g(z—m)} 1< x|<2

S IR E— -
functie spline cubica

D avantaj: continuitate si omogenitate.

Ls interpolare de ordin n (se poate defini o functie generala)
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Interpolarea datelor

Ls cazul general (continuare)

in exemplele anterioare am considerat 4 vecini, interpolarea se
poate extinde pentru cazul general in care consideram N x N vecini:

N/2 N/2

fy)= Y D fm+kn+DRc{k—a}R{~(I-b)}

k=—N/2+11=—N/2+1

unde R.{} reprezinta o functie de
interpolare

ol

in practica se folosesc
interpolari cu suport maxim 4
-interpolare bicubica (ex.
R, ordin 3)

suport 8 suport 2 suport 4
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Interpolarea datelor

Ls interpolarea NN vs. bi-liniara vs. bi-cubica

T

cel mai apropiat vecin biliniara

. Pl Ji

bicubica

(punctele initiale sunt marcate cu negru)

Interpolarea datelor

Ls alte exemple (marirea unei imagini) [R. Bigelow]

S B i) [ \
bicubic stalrstep fractala S-spllne
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Interpolarea datelor
Ls alte exemple (marirea unei imagini) [R. Bigelow]
bicubic netezit
stairstep fractala
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Sfarsit Curs
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