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8.1. Introducere
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- o imagine în sensul clasic furnizează informaŃii vizuale, spaŃiale 
de vecinătate între pixeli: 

De ce să transformăm imaginea ?

�din punct de vedere spaŃial (coordonate) 
observăm 5 obiecte luminoase pe un fond 
întunecat, asemănătoare unor bare verticale:
informaŃie= 176 x 176 x 8 biŃi = 30.25kB 

�imaginea poate fi interpretată ca o oscilaŃie 
sinusoidală (frecvenŃial):
informaŃie≈ frecvenŃa + amplitudine + DC (eventual)

�de asemenea, din punct de vedere al contururilor 
putem identifica o succesiune de drepte
informaŃie≈ (ecuaŃie dreaptă+intensitate) x nr.drepte

- totuşi, anumite informaŃii nu sunt disponibile direct în domeniul 
de definiŃie iniŃial al imaginii:

imagine iniŃială 
A(x,y)

x

y

linia l

coloana c

imagine prelucrată
B(x,y)

linia l

coloana c

)(),( ),( ATclB cl= noua valoare a oricărui pixel din 
imaginea prelucrată B(x,y) rezultă din
combinarea valorilor tuturor pixelilor din 
imaginea iniŃială A(x,y).
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DefiniŃie operaŃii integrale

transformare T(l,c)
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8.2. Transformări unitare
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- termenul de transformare integrală a imaginii se referă în 
general la o clasă de matrice de transformare ce permit 
dezvoltarea în serie a imaginii.

Transformări 2D ortogonale şi unitare 

� de exemplu:
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imaginea U

bază matrice transformare

)0,0(2)0,0(1)0,0(1)0,0(4)0,0( 2,21,22,11,1 AAAAU ⋅+⋅−⋅+⋅=

A1,1 A1,2 A2,1 A2,2

)1,1(2)1,1(1)1,1(1)1,1(4)1,1( 2,21,22,11,1 AAAAU ⋅+⋅−⋅+⋅=

…
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- în cazul general această dezvoltare poate fi scrisă ca:

Transformări 2D ortogonale şi unitare 

unde U reprezintă imaginea de dimensiune NxN (pentru exemplificare 
considerăm cazul particular), 0≤m,n≤N-1, {ak,l(m,n)} definesc transformarea 
imaginii fiind un set de funcŃii discrete de bază, 0≤k,l≤N-1 iar V(k,l) sunt 
coeficienŃii dezvoltării în serie.
(* reprezintă complex-conjugatul)
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- aceste matrice ale transformării nu sunt alese aleator, ci similar 
unui sistem de coordonate, acestea trebuie să aibă o serie de 
proprietăŃi...

- transformarea este caracterizată de N4 coeficienŃi, ak,l(m,n) cu 
k,l,m,n=0,...,N-1, ce reprezintă nucleul transformării.
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Transformări 2D ortogonale şi unitare 
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a. ortonormalitate:

� asigură faptul că orice dezvoltare trunchiată minimizează 
eroarea pătratică de aproximare:

[A.K. Jain]
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- dacă P=Q=N atunci eroarea este 0.

- dacă funcŃiile de bază, {ak,l(m,n)}, îndeplinesc condiŃiile de:
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Transformări 2D ortogonale şi unitare 

- dacă funcŃiile de bază, {ak,l(m,n)}, îndeplinesc condiŃiile de: 
(continuare)

∑∑
−

=

−

=

−−=⋅
1

0

1

0

*

,, )','()','(),(
N

k

N

l

lklk nnmmnmanma δ

b. completitudine:

[A.K. Jain]

� asigură faptul că baza de funcŃii este completă.

- atunci dezvoltarea inversă se poate scrie ca: 
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unde V={V(k,l)/0≤k,l≤N-1} reprezintă imaginea transformată, V(k,l) fiind 
coeficienŃii transformării.
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Transformări unitare separabile

� mai avantajos este să considerăm transformarea separabilă:

[A.K. Jain]

- se poate observa că pentru calculul coeficienŃilor transformării 
sunt efectuate N4 înmulŃiri � ~O(N4) �
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),(),()()(),(, nlbmkanbmanma lklk ⋅=⋅=
unde {ak(m)/k=0,…,N-1} şi {bl(n)/l=0,…,N-1} reprezintă seturi de vectori (de 
bază) ai transformării.

- impunerea condiŃiilor de ortonormalitate şi completitudine 
conduce la necesitatea ca matricele A={a(k,m)} şi B={b(l,n)} să fie 
unitare: 

,**

N

TT IAAAA =⋅=⋅ N

TT IBBBB =⋅=⋅ ** unde T este transpusa, 
iar IN matricea unitate.
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Transformări unitare separabile
[A.K. Jain]

- folosind această formă, tranformarea directă şi inversă se poate 
exprima ca produs matriceal astfel:

TBUAV ⋅⋅=

unde U este imaginea iniŃială iar V este imaginea transformată.

** BVAU T ⋅⋅=

- în acest fel, complexitatea de calcul este redusă cu un ordin de 
măsură la ~O(N3).

- în practică, pe lângă condiŃia de separabilitate, matricele 
transformărilor se aleg în aşa fel încât A=B, ceea ce conduce la o 
transformare simetrică:

TAUAV ⋅⋅=
** AVAU T ⋅⋅=
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[A.K. Jain]
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unde U reprezintă imaginea de dimensiune NxN iar {Ak,l} reprezintă baza de 
imagini a transformării (vezi exemplul de pag 6), cu k,l=0,...,N-1.

Transformări unitare separabile

- şi mai departe:
TT UAAV )( ⋅⋅=

Imaginile de bază ale transformării ∑∑
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- matriceal transformarea se poate scrie:

� transformarea se poate realiza cu transformări unidimensionale, 
succesiv, mai întâi pe fiecare coloană a lui U şi apoi rezultatul pe 
fiecare linie (sau viceversa):
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Imaginile de bază ale transformării 
[A.K. Jain]

- cu alte cuvinte, transformarea imaginii înseamnă proiectarea 
acesteia (dată de coeficienŃii V) pe o bază de imagini.
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- trecerea de la forma:                                la baza de imagini se 
face în felul următor:

TT UAAV )( ⋅⋅=

T

lklk aaA ***

, ⋅=
unde a*

k reprezintă coloana k a matricei A*T.

- exemplu:
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Imaginile de bază ale transformării 
[A.K. Jain]

- exemplu (continuare): 
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- care este imaginea transformată ?

TAUAV ⋅⋅= 
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- care este baza de imagini a transformării (Ak,l,k,l=0,1) ?
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Imaginile de bază ale transformării 
[A.K. Jain]

- exemplu (continuare): ,
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- care este baza de imagini a transformării (Ak,l,k,l=0,1) ?
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[A.K. Jain]
ProprietăŃile transformărilor unitare 1D 

- pentru exemplificare vom considera cazul unidimensional, fie 
semnalul de intrare u (vector de dimensiune N), şi transformata 
sa v obŃinută prin matricea unitară A (dimensiune NxN):

uAv ⋅=
a. conservarea energiei:

vvkvvE T
N

k

v ⋅=== ∑
−

=

*
1

0

22 |)(|||||

uukuuE T
N

k

u ⋅=== ∑
−

=

*
1

0

22 |)(|||||
uv EE =

u

TTTTT

v EuIuuAAuuAuAvvE =⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅= ***** )(

- energia înseamnă de fapt lungimea Euclidiană în spaŃiul N 
dimensional, conservare energie = conservare lungime,
� transformarea este o rotaŃie a lui u în spaŃiul semnalului,
� baza lui u este rotită iar v reprezintă proiecŃia lui u pe noua bază.
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[A.K. Jain]
ProprietăŃile transformărilor unitare 1D 

b. compactarea energiei:

uv AuAv µµ ⋅=⋅==

- media semnalului v este proporŃională cu cea a lui u:

- energia medie a semnalului se conservă:

)()( *** uAuAvvvvE TTT

v ⋅⋅⋅=⋅=⋅=

u
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- matricea de covariaŃie:
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[A.K. Jain]
ProprietăŃile transformărilor unitare 1D 

b. compactarea energiei (continuare):

T

vvv vvR *)()( µµ −⋅−=

T

uuv AuAAuAR *)()( µµ ⋅−⋅⋅⋅−⋅=

TT

uuv AuuAR **)()( ⋅−⋅−⋅= µµ

T

uv ARAR *⋅⋅=

� corelaŃia 
componentelor se 
modifică.

- suma varianŃelor se conservă:
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unde Tr=trace iar Tr[ABC]=Tr[CAB]=Tr[BCA] dacă matricele sunt pătratice.
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ProprietăŃile transformărilor unitare 1D 

b. compactarea energiei (continuare):

- majoritatea transformărilor unitare au tendinŃa de a aglomera o mare 
parte a energiei medii a semnalului iniŃial în doar câŃiva coeficienŃi ai 
transformării,
� energia se conservă, deci o mare parte a coeficienŃilor sunt de 
energie mică,
� energia medie a coeficienŃilor tinde să fie distribuită neuniform.

d. entropia unui vector cu componente aleatoare se conservă.

c. decorelare:

-dacă elementele vectorului iniŃial, u, sunt puternic corelate, în 
urma unei transformări unitare elementele vectorului rezultat tind 
să fie decorelate:
� semnalul decorelat ~ matricea de covariaŃie diagonală!
� decorelare ~ elementele de pe diagonalele secundare <<.
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8.3. Transformata Fourier, 
Cosinus şi Sinus
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Numere complexe (review)

0 axa reală

axa imaginară

(a,b)

a

b

α

Rbjaba ⋅+↔),(

- reprezentarea numerelor complexe:

- amplitudine şi fază:

αα sincos),( ⋅⋅+⋅↔ RjRba

α⋅⋅=⋅+ jeRbja

22 baR +=








=
a

b
atanα

- notaŃii:

( ),
2

1
)cos( ααα ⋅−⋅ +⋅= jj ee ( )ααα ⋅−⋅ −⋅

⋅
= jj ee

j2

1
)sin(

),sin()cos( ααα ⋅+=⋅ je j )sin()cos( ααα ⋅−=⋅− je j

Tehnici avansate de prelucrarea şi analiza imaginilor, Ş.l. Bogdan IONESCU 22

Transformata Fourier 1D continuă (review)

- descompunerea unui semnal periodic f(x) (dacă ne-periodic, 

considerăm T�∞) în armonice se realiza pe baza transformatei 

Fourier astfel:

∫
+∞

∞−

−⋅==ℑ dxexfFxf xjνπν 2)()()]([

unde     este frecvenŃa reală. ν

- şi transformata inversă:

- sau altfel scris:

)(|)(|)( νφνν jeFF ⋅=
)(Im)(Re|)(| 22 ννν +=F









=

)Re(

)Im(
atan)(

ν
ν

νφ

∫
+∞

∞−

− ⋅==ℑ ννν νπ deFxfF jx21 )()()]([

unde x reprezintă coordonatele spaŃiale. 

unde Re şi Im sunt 
părŃile reale şi 
imaginare ale lui F.
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Transformata Fourier 1D continuă (review)

- câteva proprietăŃi de bază, notăm:

=⋅+⋅ℑ g(x)]f(x)[ µλ

=⋅ℑ x)][f(a

=ℑ ]
dx

d
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n f
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
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F νν =−ℑ)]x-[f(x 0

=ℑ ,)(02
Fe

xjνπ ν−

)()2( ννπ Fj n ⋅

11
ℑ

→ )(
ℑ

→xδ),(νδ

)(sin
)sin(

ν
πν
πν

c=
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Transformata Fourier 1D discretă (review)

- pornind de la semnalul continuu f(x), semnalul discret se obŃine 
prin eşantionare astfel:

)()( 0 xmxfmu ∆⋅+=
unde x0 reprezintă coordonata de la care începe eşantionarea (uzual x0=0), 
∆x este pasul de eşantionare iar m=0,...,N-1 reprezintă coordonata discretă.

- transformata Fourier discretă, v(k), devine:

∑
−

=

−
⋅=

1

0

2

)(
1

)(
N

m

N

jmk

emu
N

kv

π

unde k=0,...,N-1 reprezintă frecvenŃa discretă.

- şi transformata inversă:

∑
−

=

⋅=
1

0

2

)()(
N

k

N

jmk

ekvmu

π

unde m=0,...,N-1 reprezintă coordonata discretă.
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Transformata Fourier 1D discretă unitară

- dacă facem legătura cu transformările integrale, transformata 
Fourier discretă unitară se poate scrie astfel:

∑
−

=

⋅=
1

0

)(
1

)(
N

m

km

NWmu
N

kv

∑
−

=

−⋅=
1

0

)(
1
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NWkv
N
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unde N

j

N eW
π2

−
=

- unde matricea transformării este dată de funcŃiile discrete:

1,0,
1

−≤≤








=ℑ NmkW
N

M km

N

- iar transformarea se scrie matriceal astfel:

uMv ⋅= ℑ
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

- extinzănd la funcŃii discrete de două variabile putem scrie:

∑∑
−

=

−

=

⋅⋅=
1

0

1

0

ln),(
1

),(
N

m

N

n

N

km

N WWnmu
N

lkv

unde u(m,n), cu m,n=0,...,N-1 reprezintă imaginea iar v(k,l), k,l=0,...,N-1 
reprezintă coeficienŃii descompunerii (transformata Fourier).

∑∑
−

=

−

=

−− ⋅⋅=
1

0

1

0

ln),(
1

),(
N

k

N

l

N

km

N WWlkv
N

nmu

- se poate observa că transformata Fourier 2D este separabilă !

- matriceal aceasta devine:

ℑℑ ⋅⋅= MUMV unde         este matricea transformării definită anterior.ℑM
**

ℑℑ ⋅⋅= MVMU
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

imagine iniŃială

imagine iniŃială

imagine Fourier

imagine Fourier

- exemple:
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Transformata Fourier 2D discretă unitară
[A.K. Jain]

simetrică şi unitară

- dacă imaginea U (NxN) şi imaginea transformată V (NxN) sunt 
convertite în vectorii u şi respectiv v (parcurgere linie cu linie) atunci:

















⋅⋅

⋅⋅

=⊗

−−−

−

BaBa

BaBa

BA

NNN

N

1,10,1

1,00,0

...

.........

...
în acest caz A şi B 
sunt matrice NxN.

Tℑ=ℑ şi
1* −ℑ=ℑ

uv ⋅ℑ= şi vu ⋅ℑ= *
unde (produs Kronecker)

reprezintă matricea transformatei Fourier 2D.
ℑℑ ⊗=ℑ MM

- este de dimensiune N2xN2 ( este NxN) şi este o matrice 
simetrică unitară:

ℑ ℑM
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

extensia periodică - extensia spectrului DFT în afara domeniului 
iniŃial se face prin perioditizare: 

),,(),( nmuNnNmu =++ 1,...,0, −=∀ Nnm

),,(),( lkvNlNkv =++ 1,...,0, −=∀ Nlk

[M. Mignotte]

0
0

N-1

N-1

k

l

v(k0,l0)

ℑ

N 2N-1

v(k0,l0+N)

|V|

N 2N-1

u(m0,n0+N)

N

2N-1

v(k0+N,l0)

N

2N-1

u(m0+N,n0)

v(k0+N,l0+N)

u(m0+N,n0+N)

0
0

N-1

N-1

m

n

u(m0,n0)

U



l 
N/20

0
N-1

k

N-1

N/2-1
N/2

N/2-1

1
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

simetrie conjugată

- dacă matricea U (NxN) are valori reale (ex. imagine) atunci V 
(transformata Fourier) este complex conjugată faŃă de mijloc:

[A.K. Jain]

1
2

,0   ,
2

,
22

,
2

* −≤≤






=






 ±±
N

lkl
N

k
N

vl
N

k
N

v mm

- cu alte cuvinte există o serie de 
coeficienŃi v(k,l) ce determină pe toŃi 
ceilalŃi prin complex conjugare 
(vezi zonă haşurată) �

=






 + 0,3
2

N
v N/2+3







 +−
22

,3
2

* NNN
v

N

l 
N/2

Tehnici avansate de prelucrarea şi analiza imaginilor, Ş.l. Bogdan IONESCU 31

Transformata Fourier 2D discretă unitară

simetrie conjugată (continuare)

- dacă matricea U (NxN) are valori reale (ex. imagine) atunci V 
(transformata Fourier) este complex conjugată faŃă de mijloc:

1
2

,0   ,
2

,
22

,
2

* −≤≤






=






 ±±
N

lkl
N

k
N

vl
N

k
N

v mm

- alt exemplu: 0
0

N-1

k

N-1

N/2-1
N/2

N/2-1

1

=






 + 1,3
2

N
v 







 −+− 1
22

,3
2

* NNN
v

N/2+3
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

vizualizare spectru Fourier

- matricea V a coeficienŃilor Fourier este de regulă o matrice 
complexă, astfel:

),(|),(|),( lkjelkvlkv φ⋅=

imagine U

ℑ

amplitudine, |V|

+

fază, |Ф|

- în practică se foloseşte doar imaginea de amplitudine, din acest 
motiv în toate imaginile anterioare am ilustrat doar |V|.
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

vizualizare spectru Fourier (continuare)

amplitudine, |V|

fază, |Ф|

1−ℑ

1−ℑ

� coeficientul de amplitudine 
indică “cât de mult” dintr-o 
componentă de o anumită 
frecvenŃă este prezent în 
imagine,

� coeficientul de fază indică 
“unde” se află acea 
componentă în imagine.

0
0

N-1l N 2N-1

N-1

k

N

2N-1
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

- pentru a păstra convenŃia generală de reprezentare a spectrelor 
de frecvenŃă, componenta continuă DC (v(0,0)) se reprezintă în 
mijlocul imaginii � oglindire spectru faŃă de centru:

 
2

,
2








 −−
N

l
N

kv

-1

 
ℑ

→

vizualizare spectru Fourier (continuare)

N

n
N

m
N

j

enmu








 ⋅+⋅

⋅
22

2

),(

π

DC

k’

l’ )(
22

2

)1(),(),(
nmN

n
N

m
N

j

nmuenmu
+








 ⋅+⋅

−⋅=⋅

π

� oglindirea faŃă de centru ~ alternarea 
valorilor imaginii cu + şi respectiv -.
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

- componenta continuă DC (v(0,0)) în centru:

vizualizare spectru Fourier (continuare)

amplitudine, |V|imagine U amplitudine oglindită
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

- de regulă pentru frecvenŃele înalte coeficienŃii Fourier sunt mult 
mai mici decât pentru frecvenŃele joase, astfel că în practică:

vizualizare spectru Fourier (continuare)

imagine U amplitudine |V| oglindită klog10(1+|V|)

constantă de normalizare [0;255]
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

baza de imagini a transformatei

- din alt punct de vedere, transformarea imaginii înseamnă proiecŃia 
acesteia pe o bază de imagini (ce definesc transformarea, vezi 
începutul cursului)

ℑℑ ⋅⋅= MUMV

1,0,
1

−≤≤








=ℑ NmkW
N

M km

N
T

lklkA
***

, φφ ⋅=

**

ℑℑ ⋅⋅= MVMU

unde    reprezintă coloana 

k a matricei          .

*

kφ
TM *

ℑN

j

N eW
π2

−
=

∑∑
−

=

−

=

⋅=
1

0

1

0

*

, ),(
N

k

N

l

lk lkVAU

{ })(*

,

1 nlmk

Nlk W
N

A ⋅+⋅−=⇒

unde m,n=0,...,N-1.

- imaginea se poate scrie ca o 
sumă de proiecŃii pe aceste 
imagini =









=⇒
⋅+⋅ )(

2

*

,

1 nlmk
N

j

lk e
N

A
π

(4,0)

(0,2) (0,3) (0,4)(0,0) (0,1)

(1,2) (1,3) (1,4)(1,0) (1,1)

(2,2) (2,3) (2,4)(2,0) (2,1)

(3,2) (3,3) (3,4)(3,0) (3,1)

(4,2) (4,3) (4,4)(4,1)
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

baza de imagini a transformatei (continuare)

∑∑
−

=

−

=

⋅=
1

0

1

0

*

, ),(
N

k

N

l

lk lkVAU

*

,lkA

frecvenŃe 2D

- frecvenŃă orizontală 1/N

- frecvenŃă orizontală şi 
verticală 1/N

- frecvenŃă verticală 2/N

l

k componenta reală (cos, N=64) * sunt frecvenŃe reduse.
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

baza de imagini a transformatei (continuare)

- imaginea se poate scrie ca o 
sumă de proiecŃii pe aceste 
imagini

∑∑
−

=

−

=

⋅=
1

0

1

0

*

, ),(
N

k

N

l

lk lkVAU

*

,lkA

= frecvenŃe 2D









=⇒
⋅+⋅ )(

2

*

,

1 nlmk
N

j

lk e
N

A
π

(4,0)

(0,2) (0,3) (0,4)(0,0) (0,1)

(1,2) (1,3) (1,4)(1,0) (1,1)

(2,2) (2,3) (2,4)(2,0) (2,1)

(3,2) (3,3) (3,4)(3,0) (3,1)

(4,2) (4,3) (4,4)(4,1)

l

k componenta imaginară (sin, N=64)
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

teorema convoluŃiei

- filtrarea liniară a imaginilor se bazează pe convoluŃia dintre 
imaginea de prelucrat şi nucleul de filtrare (vezi Cursul 5),

- teorema convoluŃiei spune că această operaŃie este echivalentă 
cu un produs între spectrul Fourier al imaginii şi spectrul Fourier al 
nucleului de filtrare:

∑∑
−

=

−

=

−−⋅=
1

0'

1

0'

12 )','()','(),(
M

m

M

n

nnmmunmwnmu

unde U1 reprezintă imaginea iniŃială (NxN), U2 este imaginea filtrată, 
m,n=0,...,N-1 iar w() reprezintă nucleul de filtrare de dimensiune MxM (M<N).

),(),(),( 12 lkvlkwlkv ⋅=⇒ ℑ

unde V2 reprezintă transformata Fourier a lui U2 (NxN), V1 este transformata
Fourier a lui U1 iar w () reprezintă transformata Fourier a nucleului de filtrare.

ℑ

N+M-1

N+M-1

0 0

0

N+M-1

N+M-1

0

00
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

teorema convoluŃiei (continuare)

- câteva aspecte practice: pentru ca teorema să fie adevărată 
imaginea şi nucleul de filtrare trebuie să fie bordate cu 0 până la o 
dimensiune cel puŃin egală cu suma dimensiunilor lor:

operaŃiile de filtrare liniară pot fi acum implementate frecvenŃial !

U1

0 N-1

N-1

w

0 M-1

M-1

ℑ ℑ
produs
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

compactarea energiei

- fiind vorba de o transformare unitară aceasta are proprietatea de 
compactare a energiei în cât mai puŃini coeficienŃi ai transformării 
(vezi pagina 17),

imagine U
(256x256)

selectare regiune
128x128 din V

(spectru oglindit)

imagine Fourier
|V| (256x256)

ℑ

reconstrucŃie U
(256x256)

1−ℑ

- zona selectată din spectru contribuie la doar 68.7% din energia 
totală a imaginii � compactare redusă !
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemple: orientare şi frecvenŃă

]1;0[5
64

2
cos

2

1

2

1
),( ∈







 ⋅⋅⋅+= nnmu
π

=),( lkv









+⋅+=

⋅⋅
−

⋅⋅ n
j

n
j

eenmu
5

64

2
5

64

2

4

1

2

1
),(

ππ

( )ααα ⋅−⋅ +⋅= jj
ee

2

1
)cos(

|V| (64x64)

)5,(
4

1

)5,(
4

1

),(
2

1

+⋅

+−⋅

+⋅

lk

lk

lk

δ

δ

δ

)()( 0

2 0 νννπ −→⋅
ℑ

Fxfe xj

DC (comp.continuă)

câte un coeficient pe 
frecvenŃa discretă din 
imagine (l=+/-5)
AtenŃie: unitar ~ /64

U (64x64)

m

n

k

l
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemple: orientare şi frecvenŃă (continuare)

]1;0[5
64

2
cos

2

1

2

1
),( ∈







 ⋅⋅⋅+= mnmu
π

=),( lkv









+⋅+=

⋅⋅
−

⋅⋅ m
j

m
j

eenmu
5

64

2
5

64

2

4

1

2

1
),(

ππ

( )ααα ⋅−⋅ +⋅= jj
ee

2

1
)cos(

|V| (64x64)

),5(
4

1

),5(
4

1

),(
2

1

lk

lk

lk

+⋅

+−⋅

+⋅

δ

δ

δ

)()( 0

2 0 νννπ −→⋅
ℑ

Fxfe xj

DC (comp.continuă)

câte un coeficient pe 
frecvenŃa discretă din 
imagine (k=+/-5)
AtenŃie: unitar ~ /64

U (64x64)

m

n

k

l

|V| (64x64)
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemple: orientare şi frecvenŃă (continuare)

]1;0[7
64

2
cos

4

1

5
64

2
cos

4

1

2

1
),(

∈






 ⋅⋅⋅

+






 ⋅⋅⋅+=

n

mnmu

π

π

=),( lkv

( )ααα ⋅−⋅ +⋅= jj
ee

2

1
)cos(

)()( 0

2 0 νννπ −→⋅
ℑ

Fxfe xj

DC (comp.continuă)

2 coeficienŃi pe 
frecvenŃele discrete 
din imagine 
(k=+/- 5, l=+/-7)
AtenŃie: unitar ~ /64

U (64x64)

m

n

k

l

)7,(
8

1
)7,(

8

1

),5(
8

1
),5(

8

1

+⋅+−⋅

++⋅+−⋅

lklk

lklk

δδ

δδ

+⋅ ),(
2

1
lkδ
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemple: superpoziŃie

ℑ

=

ℑ

+

ℑ

+

ℑ

+

ℑ

= + + +
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemple: texturi naturale

imagine U log10(1+|V|) (pseudoc.)

imagine U log10(1+|V|) (pseudoc.)

imagine U log10(1+|V|) (pseudoc.)

imagine U log10(1+|V|) (pseudoc.)



log10(1+|V|) (pseudoculori)
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemple: rotirea spectrului

imagine U rotită spectru rotit, log10(1+|V|)

imagine U

frecvenŃe ce corespund 
liniilor de text

�rotirea imaginii 
cu un anumit 
unghi conduce la 
rotirea spectrului 
cu acelaşi unghi

frecvenŃe ce corespund 
liniilor de text
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemple: filtrare liniară frecvenŃială

imagine U

masca de filtrare, W























04.004.004.004.004.0

04.004.004.004.004.0

04.004.004.004.004.0

04.004.004.004.004.0

04.004.004.004.004.0

ℑ

log10(1+|V|)

Obs.:se înmulŃesc transformatele 
punctual (VxWF)

X log10(1+|VxWF|)

}{1 FWV ×ℑ−

ℑ

log10(1+|WF|)
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemple: filtrare liniară frecvenŃială

imagine U

masca de filtrare, W

















−

−−

−

010

141

010

ℑ

log10(1+|V|)

ℑ

log10(1+|WF|)

Obs.:se înmulŃesc transformatele 
punctual (VxWF)

X log10(1+|VxWF|)

}{1 FWV ×ℑ−
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Transformata Fourier 2D discretă unitară

exemplu: frecvenŃă 
parazită

imagine U perturbată

ℑ

log10(1+|V|)

log10(1+|V|) zoom-in

cei doi coeficienŃi Fourier 
ai frecvenŃei parazite din 
imagine

imaginea U filtrată
prin trunchere

1−ℑ

eliminare coeficienŃi (FTJ+FTS)
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Transformata Sinus 2D discretă unitară

- transformata sinus discretă unitară permite descompunerea unui 
semnal pe o bază de sinusoide, astfel (1D):

∑
−

= +
+⋅+⋅

⋅
+

=
1

0 1

)1()1(
sin)(

1

2
)(

N

m N

mk
mu

N
kv

π

unde u(m) este semnalul de intrare iar v(k) este semnalul transformat, 
k,m=0,...,N-1. 

- şi transformata inversă:

∑
−

= +

+⋅+⋅
⋅

+
=

1

0 1

)1()1(
sin)(

1

2
)(

N

k N

mk
kv

N
mu

π

- matricea transformării este:

[A.K. Jain]









+
+⋅+⋅

+
==Ψ

1

)1()1(
sin

1

2
)},({

N

mk

N
mk

π
ψ cu k,m=0,...,N-1. 
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Transformata Sinus 2D discretă unitară

- astfel, transformata sinus discretă unitară 2D a unei imagini U
(NxN) se poate scrie pe baza transformatei unidimensionale ca 
produs matriceal: 

TAUAV ⋅⋅=

** AVAU T ⋅⋅=

[A.K. Jain]

TUV Ψ⋅⋅Ψ=→  

**  Ψ⋅⋅Ψ=→ VU T

reală, simetrică şi ortogonală

1* −Ψ=Ψ=Ψ=Ψ T
Ψ⋅⋅Ψ= UV

Ψ⋅⋅Ψ= VU

nu reprezintă partea imaginară a transformatei Fourier !
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Transformata Sinus 2D discretă unitară

baza de imagini

T

lklkA
***

, ψψ ⋅=
unde    reprezintă coloana 

k a matricei          .
T*Ψ

*

kψ

∑∑
−

=

−

=

⋅=
1

0

1

0

*

, ),(
N

k

N

l

lk lkVAU

l

k
bază imagini transformata sin (N=64)

1* −Ψ=Ψ=Ψ=Ψ T

T

lklkA ψψ ⋅=⇒ *

,

unde    reprezintă coloana 

k a matricei          .Ψ
kψ

(4,0)

(0,2) (0,3) (0,4)(0,0) (0,1)

(1,2) (1,3)(1,0) (1,1)

(2,2) (2,3)(2,0) (2,1)

(3,2) (3,3) (3,4)(3,0) (3,1)

(4,2) (4,3) (4,4)(4,1)

(1,4)

(2,4)

Tehnici avansate de prelucrarea şi analiza imaginilor, Ş.l. Bogdan IONESCU 55

Transformata Sinus 2D discretă unitară

propune o compactare foarte bună până la excelentă a energiei.

- exemple:

imagine U log10(|V|) (pseudoculori)

imagine U log10(|V|) (pseudoculori)
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Transformata Cosinus 2D discretă unitară

- transformata cosinus discretă unitară permite descompunerea 
unui semnal pe o bază de cosinusuri, astfel (1D):

∑
−

= ⋅
⋅+⋅⋅

⋅=
1

0 2

)12(
cos)()()(

N

m N

km
mukkv

π
α

unde u(m) este semnalul de intrare, v(k) este semnalul transformat, k,m=0,...,N-

1 iar α(k) este dat de:

- şi transformata inversă:

∑
−

= ⋅
⋅+⋅⋅

⋅⋅=
1

0 2

)12(
cos)()()(

N

k N

km
kvkmu

π
α

[A.K. Jain]









=

=

altfel
N

k
Nk
2

0
1

)(α
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Transformata Cosinus 2D discretă unitară
[A.K. Jain]

- matricea transformării este:









⋅
⋅+⋅⋅

==
N

km
kmkcC

2

)12(
cos)()},({

π
α

- astfel, transformata cosinus discretă unitară 2D a unei imagini U
(NxN) se poate scrie pe baza transformatei unidimensionale ca 
produs matriceal: 

TAUAV ⋅⋅=

** AVAU T ⋅⋅=

TCUCV ⋅⋅=→  

**  CVCU T ⋅⋅=→

reală şi ortogonală

TCCCC == −1*  ,

TCUCV ⋅⋅=

CVCU T ⋅⋅=
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Transformata Cosinus 2D discretă unitară

nu reprezintă partea reală a transformatei Fourier !

baza de imagini

T

lklk ccA ***

, ⋅=
unde    reprezintă coloana 

k a matricei          .
TC*

*

kc

∑∑
−

=

−

=

⋅=
1

0

1

0

*

, ),(
N

k

N

l

lk lkVAU

T

lklk ccA ⋅=⇒ *

,

unde    reprezintă coloana 

k a matricei          .
TC

kc

TCCCC == −1*  ,

l

k
bază imagini transformata cos (N=64)

(4,0)

(0,2) (0,3) (0,4)(0,0) (0,1)

(1,2) (1,3)(1,0) (1,1)

(2,2) (2,3)(2,0) (2,1)

(3,2) (3,3) (3,4)(3,0) (3,1)

(4,2) (4,3) (4,4)(4,1)

(1,4)

(2,4)
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Transformata Cosinus 2D discretă unitară

[D.J. Fleet, A.D. Jepson]

extensia periodică
- (review) la transformata Fourier extensia se 
realizează prin perioditizare:

imaginea U log10(1+|V|)
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Transformata Cosinus 2D discretă unitară

[D.J. Fleet, A.D. Jepson]

extensia periodică
(continuare)

- extensia spectrului transformatei cosinus 
discrete se face de această dată prin oglindire

imaginea U log10(1+|V|)

(reducere prezenŃă linii orizontale şi verticale = bordură)
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Transformata Cosinus 2D discretă unitară

propune o compactare excelentă a energiei pentru semnale cu 
corelaŃie ridicată.

- exemple:

imagine U

imagine U

log10(|V|) (pseudoculori)

log10(|V|) (pseudoculori)
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Sfârşit Curs


